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Representacdes de grupos

Uma representacao é uma ag¢do de um grupo por meio de
operadores lineares:
p:G— GL,(C)
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Moddulos e a algebra de grupo

Cada elemento do grupo age no espaco vetorial:

g-v=p(g)v)
Linearidade: ¢g- (v + Aw) =g v+ (g - w).

Podemos linearizar a primeira coordenada também!
CG = espaco vetorial de base G.

Observacao

Representacdes sao médulos sobre a algebra de grupo CG.
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Decompondo representacoes

Podemos pensar em submédulos!
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Decompondo representacoes

Podemos pensar em submédulos!

Um médulo é simples se nao possui submddulos n3o triviais.
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Resultados importantes

Teorema (Maschke)

Toda representacdo é uma soma direta de representacoes simples.

Se encontrarmos as simples, encontramos todas as representacdes!
As representacdes simples estdo dentro da algebra de grupo:

CG = M, (C) x M,,(C) x -+ x My, (C)

Por exemplo:
CD3 =2 C x C x My(C)
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Representacdes sobre outros corpos

Por que sé usamos os niimeros complexos até agora?

Ainda podemos definir representacdes trocando C por um corpo k

qualquer:
p: G — GLy,(k)

Por exemplo, se k tem caracteristica 2, vale:

2
11
(o 1) -m

Temos uma representacdo de C5 que indecomponivel mas n3o é
simples!
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Representacées modulares

Teorema (Maschke - versdo completa)

kG é semissimples <= char(k) = 0 ou char(k) 1 |G]|

As representacoes modulares s3o as representaces sobre um
corpo k de caracteristica p > 0 dividindo a ordem de G.

Elas s3o mais complicadas!
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Simples vs. Indecomponiveis

Em qualquer caso, toda representacdo é soma de indecomponiveis.

Apenas fora do caso modular, “simples” e “indecomponivel” s3o os
mesmos conceitos.

Sempre existe um nimero finito de mddulos simples e eles estdo
todos dentro de kG.

Teorema (D. G. Higman)

Existe um nidmero finito de kG-mddulos indecomponiveis se, e
somente se, os p-subgrupos de Sylow de G s3o ciclicos.

Sep=2e G =Cy x (5, ja temos infinitos indecomponiveis!
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Blocos

Como estudar os indecomponiveis?
Ainda temos uma decomposicdo especial:

kG= By x By x---x B,

Cada 4lgebra acima é um bloco de kG.

Cada kG-mddulo indecomponivel é também um B-médulo
indecomponivel para exatamente um bloco B de kG.

Vamos estudar cada bloco separadamente!
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Grupos de defeito

Todo bloco B de kG vem munido de um invariante: o grupo de
defeito.

Um grupo de defeito D de B “mede” a complexidade do bloco.

Ele se comporta como um p-subgrupo de Sylow de G'!

Teorema

B é semissimples <= D ¢é trivial

Teorema

Existe um nimero finito de B-mddulos indecomponiveis se, e
somente se, D é ciclico.
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Blocos ciclicos

Conseguimos dizer muita coisa sobre as representacdes de um
bloco com grupo de defeito ciclico!

Teorema

Todo bloco de kG com grupo de defeito n3o trivial e ciclico é uma
algebra de Brauer.

Isso quer dizer que existe uma arvore de Brauer associada.
Cada aresta da arvore corresponde a um mdédulo simples do bloco.

A disposicao das arestas determina a estrutura dos
indecomponiveis projetivos.
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Exemplos

O grupo simples esporadico de Thompson possui um bloco ciclico
em caracteristica 19 com a seguinte drvore:
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Exemplos

O indecomponivel projetivo associado a aresta em negrito possui o
seguinte reticulado de submédulos:
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Exemplos

Se G =Cy:

&—O

Se D é ciclico e normal em G

Se G = SLa(p):
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